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Ovo je sazetak prvog dijela predmeta (neizrazita logika) “Neizrazito, evolucijsko i neuroracunar-
stvo” koji je akad. godine 1999./2000. na FER-u predavala prof. Bojana Dalbelo-Bagi¢. Ovi ma-
terijali su temeljeni na njezinim predavanjima i folijama. Materijali kao takvi nisu niti potpuni
(obraden je samo dio gradiva, izostavljeni su neki primjeri), a vjerojatno ima jos i pokoja greska.
Cilj mi je bio napraviti sazetak koji ¢e vise sluziti kao referenca (definicije pojmova i osnovna
objasnjenja), a ne kao materijal za u¢enje i polaganje ispita.
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“Jedno zrno ne ¢ini gomilu, ni dva, ni tri. .., s druge strane svi ¢e se sloziti da 10 milijuna zrna ¢ini
gomilu. Gdje je granica? Mozemo li reéi da 325647 ne ¢ini gomilu, a 325648 ¢ini?” (Borel, 1950.)

Neizraziti skupovi su jedan od temeljnih alata umjetne inteligencije.! Omoguéavaju predstavljanje,
oblikovanje i rad sa jeziénim izrazima, tj. s objektima nejasnih granica (formalizam za baratanje
nejasnim, nepreciznim znanjem).

Istrazivanje je zapoceo Lukasiewicz 1920-ih godina gdje je u svojem radu promatrao logike Lo =
{0,1}2, Ly = {0,1/2,1},...,L, = {0,1/(n —1),...,(n — 2)/(n — 1),1}. Uveo je i dvije posebne
visevrijednosne logike: Lo, Cije su vrijednosti istinitosti racionalni brojevi u intervalu [0, 1] te Lq
¢ije su vrijednosti istinitosti realni brojevi u intervalu [0,1].3

1937. godine je Max Black objavio ¢lanak “Vagueness: An Exercise in Logical Analysis”, Philosophy
of Science, Vol. 4, 1937. Medutim, ¢lanak nije zadobio paznju znanstvene javnosti.

1965. je Lotfi A. Zadeh objavio ¢lanak “Fuzzy Sets”, Information and Control, Vol. 8, No. 4, pp.
338-353, June 1965, i to je postao najcitiraniji ¢lanak iz podrucja fuzzy skupova.

Sam pojam “neizrazita logika” upotrebljava se za dva razli¢ita pojma: u uzem smislu za sustav za
priblizno zaklju¢ivanje, te u Sirem smislu za teoriju neizrazitih skupova.

1 Neizraziti skupovi i svojstva

Razvoj neizrazitih skupova se odvija u dva smjera: matematicki konstrukti s kojima se mogu
graditi dokazive tvrdnje (neizrazita analiza, neizrazita topologija, itd.) te uvodenje neizrazitosti u
logiku, razvoj neizrazite logike, lingvisticki pristup te priblizno zaklju¢ivanje* (oponasanje ljudskog
zakljucivanja).

Definicija 1 Kad god pricamo o skupovima moramo definirati koji je skup vrijednosti smislen
za problem. Taj skup vrijednosti ¢ini univerzalni skup, i obi¢no se oznacava sa X, U ili . Ovdje
¢e se koristiti oznaka X za univerzalni skup.

Obi¢an skup® A C X mozemo definirati na neki od slijede¢ih nacina:

1. Nabrajanjem elemenata (jedino u slu¢aju da je kardinalni broj |A| < oo), npr. A = {1, 2, 3}.

2. Navodenjem dobro definiranih svojstava (koja jednozna¢no odreduju skup), npr. B = {z €
R|xz > 1}; ovdje je vazno naznaciti da je X = R.

3. Pomocu karakteristiéne funkcije: 14 : X — {0,1} koja poprima vrijednosti 0 ili 1:

pate) = {9 v (1)

Ukoliko {0, 1} zamijenimo intervalom [0, 1] tada pripadnost elementa postaje stupnjevana. pa
je funkcija pripadnosti® koja definira koliko neki element univerzalnog skupa X pripada
skupu A, odn. kao stupanj slaganja s konceptom koji predstavlja neizraziti skup A.

Definicija 2 Neizraziti skup je

Al

Ovo je klasi¢na dvovrijednosna logika

L1 dolazi od oznake N; §to je oznaka za kardinalnost neprebrojivih skupova.
approximate reasoning

crisp set

membership function



A={(w.na@)le € X, pa(X) € [0,1]} (2)

Vidimo da smo klasican skup zapravo zamijenili funkcijom koja predstavlja neizraziti skup. U
tablici 1 su navedene neke funkcije pripadnosti neizrazitog skupa.

Primjer 1 Neka je skup A definiran ako skup visokih ljudi. Tada slika 1 pokazuje dvije
moguce funkcije pripadnosti za neizrazite skupove. U oba slucaja je iscrtkano nacrtana funkcija
pripadnosti za klasi¢an skup. Opcéenito je definiranje funkcije pripadnosti subjektivno i kontekstno

2av18no.
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Slika 1 Moguce definicije skupa visokih ljudi

1.1 Oznake za neizraziti skup

Klasican skup A definira se kao:

A:{xla"-axn}
A=z1+...+z,

gdje + oznacava uniju. Znak + ima slijedec¢a svojstva:
€Z; + l’j = (Ej —+ x;
T +x; =2 (3)
a/z + b/x = max(a,b)/x

Kod fuzzy skupova za par (z, u(z)) uvodimo oznaku p(z)/z. Konkretno, Zadeh je predlozio skup
A={(z;pa(z))|r € X, pa(z) € 0,1]}
Tako za prebrojive skupove imamo

A= pa(e)/as+ - paa)fon = 3 pales)/zs (4)
r,€X

a za neprebrojive
A= [ s/ (5)
X

Ovdje treba naglasiti da se nista ne integrira, ve¢ da integral predstavlja jedino oznaku za nepre-
brojivost.

Definicija 3 Za prazan skup vrijedi
(Vz € X)pg(z) =0 (6)
Za univerzalan skup vrijedi

(va € X)px(x) = 1 (7)



Primjer 2

da skup mozemo opisati diskretnom funkcijom pripadnosti i

Neka je X = N te definirajmo skup “brojevi blizu 5”. Ta- 1
formulom:

|

Ako je sada X = R, mozemo definirati razli¢ite funkcije pripadnosti
(vidi sliku lijevo). Jedna je dana formulom

gt —® T I I T ®
1 2 3 4 6 7 8 9
A=01/2+40.3/340.6/4+1/54+0.6/6+0.3/7+0.1/8

|z—5]
uate) = { 1=/ 2 <<
0 inace

0 2 4 6 8 10 ® drugi skup (crtkana funkcija pripadnosti) kao

R

Mozemo postaviti pitanje “Koji je pravi opis koncepta “blizu 5”; A ili A’?” Medutim, nisu vazne
to¢ne numericke vrijednosti funkcija pripadnosti u odredenom kontekstu, veé su vazni medusobni
odnosi funkcija pripadnosti jednih prema drugima.

1.2 Najcesce koristene funkcije pripadnosti

Tablica 1 prikazuje u praksi najcesée koristene funkcije pripadnosti. Treba napomenuti da osim
ovih takoder postoje i glatke funkcije pripadnosti.

—
e
v

0 T <«
Y 5 . ) z—a)/(f-—a) alz<p
g A@waBN =Y (_a)fy-p) p<o<r
0 T >y
11
x . 1 r<a
« B L(w;a,ﬁ)={(ﬁ—$)/(ﬁ—a) a<af
0 x>0
1/
/ , > 0 <«
O F(x;a,ﬂ)z{(x—a)/(ﬁ—a) a<w<p
1 x>0
1
/_\ 0 r<a
— bt > (r—a)/(B—a) a<z<p
“© BT 9 (z; 0, 8,7,6) = ¢ 1 B<az<y
(6—2)/(6-7) y<x<d
0 x>0

Tablica 1 Najcesée funkcije pripadnosti



2 Osnovna svojstva neizrazitih skupova

Definicija 4 Visina neizrazitog skupa’ je maksimalna vrijednost funkcije pripadnosti:
hgt(A) = 8
gt(4) = max p4(z) (8)
Definicija 5 Potpora neizrazitog skupa® je obi¢an podskup univerzalnog skupa X sa svojstvom
2\ (33) >0, tj:
supp(A) = {z € X|pa(z) > 0} (9)

Definicija 6 Za zadani « € (0,1] presjek « razine A, neizrazitog skupa A je obi¢an podskup
od X definiran kao

Ay ={z € X|pa(z) > a,Va € (0,1]} (10)
Ukoliko je ag > a7 tada je Age € Agr. Strogi presjek « razine imamo ako u definiciji stavimo
pa(z) > o
Koristeéi presjek a razine, neizraziti skup mozemo zapisati kao:

A= aAy
[0,1] (11)

A:ZQAQ

Presjek « razine cesto se koristi za proSirivanje koncepata sa klasiénih na neizrazite skupove.
Funkcija pripadnosti se moze izraziti pomoc¢u « presjeka na slijede¢i nacin:

pa(z) = sup min(a, pa, () (12)
a€l0,1]

gdje je pa, (z) funkcija pripadnosti obi¢nog skupa A, i poprima vrijednosti 0 ili 1.

Primjer 3 Nadi sve razli¢ite « presjeke od skupa A = 0.1/2 4+ 0.3/3 + 1/4 + 0.3/5, ako je
univerzalni skup X = {1,2,3,4,5}. Pokazi kako se moze rekonstruirati neizraziti skup A pomocu
njegovih « presjeka.

Imamo slijede¢e « presjeke prema definiciji 6:

Ao1 =1{2,3,4,5}
AO.B = {37 4-7 5}
Ay = {4}

Skup rekonstruiramo prema formuli 11 pri ¢emu koristimo svojstvo 3.
Definicija 7 Skup A je normalan ako je hgt(A4) = 1.

Definicija 8 Jezgra® neizrazitog skupa A je (obi¢an) skup svih elemenata za koje je pa(z) = 1.

7 height
8 support
core



Va,b € RiVA € [0,1] vrijedi a
J ¥1~4~+@mmwmw

»>

Definicija 9 Neizraziti skup A C R je konveksan ako 1} 1a(b)
o

pa(Aa+ (1 =A)b) = min(pa(a), pa(b))  (13)  —

(vidi sliku desno).

Aa+ (1—A\)b

A je konveksan ako i samo ako je Va € [0, 1] a-presjek zatvoreni interval u R. Konveksnost A ne
povlaci konveksnost fi4!

Definicija 10 Neizraziti broj je konveksan i normalan neizraziti skup na realnoj osi R tako
da vrijedi:
1. postoji jedinstveni xg € X tako da vrijedi p(zg) =1 (unimodalnost)

2. u je po dijelovima neprekinuta funkcija

Definicija 11 Za konacan neizraziti skup A definiramo kardinalni broj od A:

A= 3 pae) (14)

reX
te relativni kardinalni broj:
|A]

I41 = /5 (15)

2.1 Tipovi neizrazitih skupova

Do sada su razmatrani samo neizraziti skupovi 1. reda. Zadeh je predlozio poopéenje pojma neizraz-
itog skupa na slijedeéi nacin: Neizraziti skup 2. reda je neizraziti skup ¢ije su vrijednosti funkcije
pripadnosti neizraziti skupovi 1. reda na [0,1]. Mi éemo u daljnjem tekstu razmatrati isklju¢ivo
neizrazite skupove 1. reda.

3 Operacije nad neizrazitim skupovima

Definicija 12 Nekasu A i B neizraziti skupovi nad istim univerzalnim skupom. Tada definiramo
uniju AU B:

paup(z) = max(pa(z), pp(z)) (16)
presjek AN B:
pans(z) = min(pa(z), pp(r)) (17)
i komplement AC:
prac (@) =1— pa(x) (18)

Ovo su stadnardne operacije koje je definirao Zadeh i za njih kazemo da odreduju min-maz teoriju
neizrazitih skupova. Slika 2 graficki prikazuje definirane operacije.



AN AT

unija presjek komplement

Slika 2 Operacije nad neizrazitim skupovima (rezultat je podebljan)

Definicija 13 (inkluzija) Pisemo A C B ako Vo € X vrijedi pa(x) < pp(z). (Stavljamo < ako
nam treba A C B).

Definicija 14 (jednakost) Pisemo A = B ako vrijediA C BiB C A, odn. pua(z) = pp(z),Va €
X.

3.1 Definicija alternativnih operatora
Definicija 15 Algebarski produkt: Vo € X pa.p(z) = pa(z) - pp(x).

Definicija 16 Algebarska suma (vjerojatnosna unija): Vo € X parp(x) = pa(x)+pp(z) —
pa(z) - pp(x).

Definicija 17 Ogranic¢ena suma:'° pagp(z) = min(1, pa(z) + pp(x)).
Definicija 18 Ogranicena razlika:'" ji|_ p(z) = max(0, pa(z) + pp(z) — 1).
Najopéenitija forma operacije presjeka je T-norma, a unije S-norma.

Definicija 19 T norma oznacava klasu binarnih operacija T : [0,1] x [0, 1] — [0, 1] sa svojstvi-
ma:

1. T(a,b) = T(b,a) (komutativnost)
2. T(a,T(b,c)) = T(T(a,b),c) (asocijativnost)
3. a<c¢,b<d= T(a,b) <T(cd) (monotonost)
4. T(a,1) =a; T(a,0) =0

Definicija 20 S-norma ili T-konorma je klasa binarnih operacija S : [0,1] x [0,1] — [0,1] sa
istim svojstvima kao 1-3 iz definicije 19. Jedino se pravilo 4. mijenja u

1. S(a,1) =1, S(a,0) =a

3.2 Svojstva za min-max operacije

Neka su A i B neizraziti skupovi. Tada vrijede slijedec¢e jednakosti:

1. AUB=BUA; ANB=BNA (komutativnost)
2. AUBUC)=(AUB)UC; (ANnB)NC=ANn(BNC) (asocijativnost)
3. AUBNC)=(AUB)N(AUC); AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC) (distributivnost)
4. AUA=A4;ANnA=A (idempotentnost)
5, AUD=A; ANP=0; AUX=X;ANX=A (rubni uvjeti)
6. ACB,BCC=ACC (tranzitivnost)

10 pounded sum
11 bounded difference



(A = A (involutornost komplementa)

7.
8. (AUuB)*=A°NB° (ANDB) = A°UDB° (deMorganove formule)

Bitna svojstva koja vrijede u klasi¢noj teoriji skupova, a ne vrijede u teoriji neizrazitih skupova su

zakon kontradikcije (AN A = 0) te zakon iskljucenja treéeg (AU A® = X) (vidi sliku 3).

1 1

kontradikcija: iskljucenje treceg:
ANAC £ AUAC £ X

Slika 3 Klasicna svojstva koja ne vrijede kod
neizrazitih skupova

3.3 Najcesée koristeni operatori

Tablica 2 prikazuje dualne parove neparametriziranih S i T normi, a tablica 3 prikazuje dualne
parove parametriziranih S i T normi. Tablica 4 prikazuje parametrizirane operatore komplementa.
U svim tablicama a i b oznacavaju vrijednosti funkcija pripadnosti nekog elementa neizrazitim
skupovima A i B. Bilo koja T norma ogranic¢ena je s gornje strane operatorom min, a bilo koja S
norma ogranicena je s donje strane operatorom max.

Pri biranju operatora trebamo paziti na slijedece:

e aksiomi koje zadovoljava: izabiremo onaj operator koji ima manje ogranicavajuée aksiome, ako
je sve ostalo isto
empirijska provjera: operator mora adekvatno zadovoljavati modele
prilagodljivost: biramo parametrizirani operator ako je jednim operatorom potrebno modelirati
viSe realnih situacija

e numericka efikasnost (brzina rac¢unanja): min i max operatori su numericki najefikasniji

min(a,b) max(a,b) =1

tar ) drasti¢ni produkt
0 b inace By —
Sdr {max(a, ) _mlrf(a’ )=0 drasti¢na suma
1 bnace
a
te Yath—ab (a+b—ab) Einsteinov produkt
b
SE at Einsteinova suma
1 +bab
ty @ Hamacherov produkt
a+b—ab
a—+b—2ab
SH T—a Hamacherova suma
—a

Tablica 2 Neparametrizirane S i T norme

4 Neizrazite relacije

Neizrazita relacija definira stupanj ja¢ine veze medu elementima (umjesto 01 1) i posebno su vazne
za ako-onda pravila.



standardni (Zadeh) min(a, b) max(a,b)

ab a+b—(2—v)ab
H h Hl/7 Z 0
amacher . v+ (1—v)(a+b—ab) 1—(1—v)ab
Yager Yy, ¢ >0 1 —min(1, ¥/(1 — a)? + (1 —b)9) min(1, Va4 + b?)
a_1q b—l 1—a_1 1—b_1
Frank F, s >0, s # 1 log, (1 + (8)(81)) 1 —log, 1+ (s )(S1 ))
s— G —
b b — ab — mi b,1—
Dubois-Prade, a € [0, 1] _® a+b—ab—min(a,b,1 - )
max(a, b, ) max(l —a,1 —b,«)

Tablica 3 Parametrizirane S i T norme

standardni 1—a
g 1—a

ugeno
8 1+ aa

Yager V1 —ab

Tablica 4 Parametrizirani operatori
komplementa

Definicija 21 Neizrazita relacija R u X7 X Xs X ... X X, je neizraziti skup u X1 x Xo X ...x X,
tj:

pr X1 x Xo x ... x X, —[0,1]

odnosno (za neprebrojive skupove):

R:/ pr(x1, .. xn)/ (@1, xn) (19)
X1 XX2><... Xn
Primjer 4 Neka je U = {1,2,3} te V = {1, 2, 3}. Slijedeca matrica definira relaciju “prib-
lizno jednako” na U x V.

1 08 03

R=(108 1 08

0.3 0.8 1

Primjer 5 Zelimo usporediti trajanja nekih operacija. Trajanje operacije O; poprima vri-

jednost z; iz intervala U = [0, 240]. Definirajmo neizrazitu relaciju “traje puno duze” na U x U
funkcijom pripadnosti:

ur(x1,z2) = T'(x1 — x2;0,40)
pr(1,x2) je broj koji definira u kojoj mjeri operacija O; “traje puno duze” od Os.

Definicija 22 Neka je ¥ = (v1,...,v,) varijabla koja poprima vrijednosti u X7 x ... x X,,.
Neizrazita restrikcija R(¥) je neizrazita relacija koja predstavlja elasticno ogranicenje na vri-
jednosti od X koje moze poprimiti varijabla ¢ u smislu da pridruzivanje vrijednosti @ varijabli ¥
ima oblik ¥ = @ : pgr(x) gdje je ur(@) stupanj kojim je uvjet predstavljen sa R zadovoljen kad @
pridruzimo .



4.1 Operacije nad neizrazitim relacijama

Definicija 23 Neka su R i S binarne relacije na X x Y. Tada se V(z,y) € X x Y definira:
presjek:

prns(z,y) = min(ur(z,y), ps(z,y)) (20)
i unija:
prus(z,y) = max(pr(z,y), ps (2, y)) (21)

(moze se upotrijebiti bilo koja T-norma umjesto min, kao i bilo koja S-norma umjesto max).

Primjer 6 Neka je X = {x1,29,23} te Y = {y1,y2, y3,ya}. Tada definiramo relacije R: “x
je znacajno veéi od y” te S: “x je blizu y”.
08 1 01 07 04 0 09 06
R=]10 08 0 O S=(09 04 05 0.7
09 1 07 038 03 0 0.8 05

Slijedeée dvije matrice prikazuju rezultat R N .S; prva je dobivena operatorom min, a druga je
dobivena neparametriziranim Hamcherovim operatorom.

04 0 0.1 06 036 0 0.09 047
RNS= 0 04 O 0 RNS= 0 0.36 0 0
03 0 0.7 038 029 0 057 04
Definicija 24 Neka je R neizrazita relacija na X; x ... x X,, i neka je (i1,...,4;) podniz niza
(1,2,...,n), a (j1,.-.,Jn—k) komplementarni podniz. Projekcija neizrazite relacije R na X;, X

... X Xj, je definirana sa:

proj(R; X;, x ... x X;,) :/ sup  pgr(zi, ... z0)/ (X1, 20) (22)
Xig X

XXy J1sedn—k

(u slucaju konacnih univerzalnih skupova sup se zamijeni sa max, jer je tada to dvoje uvijek
jednako).

Primjer 7 Slijede¢a matrica prikazuje originalnu relaciju te projekcije na X i Y:

Y1 Y2 Y3 ya Dproj[R;X]

T1 08 1 01 0.7 1
T2 0 08 0 0 0.8
T3 09 1 07 08 1

proj[R; Y] \09 1 0.7 0.8

Definicija 25 Ako je R neizrazita relacija na X;, x ... x X, , tada je cilindri¢no proSirenje
na na X; X ... x X, relacija definirana sa

c(R):/ PR(Tiys ooy Ti)/ (Tiys ooy Tiy) (23)
XiIX...Xan

Primjer 8 Neka je R = 0.9/y1 + 1/y2 + 0.7/y3 + 0.8/y4. Tada je cilindriéno prosirenje na
X xY:

10



Yr Y2 Ys  Ya

z; (09 1 0.7 038

¢c(R)= 2209 1 0.7 08
z3 \0.9 1 0.7 0.8

Definicija 26 Ako su A i B neizraziti skupovi, tada je R = A x B neizrazita relacija definirana

sa
pr(@,y) = min(ua (@), ps(y)) (24)
Primjer 9 Neka je X = {z1,22,23} te Y = {y1,92} te neka su A = 0.2/x1 +0.5/22 + 1 /23
i B=0.3/y1 +0.9/y>. Tada je
Y Y2
1 (02 0.2
R=AxB=x3]103 05
3 \0.3 0.9

Definicija 27 Neka su R i S neizrazite relacije na X x Y. Onda se kaze da je R C S ako je
pr(z,y) < ps(a,y).

4.2 Svojstva relacija

Za neizrazite relacije vrijede sva svojstva koja su nabrojana za neizrazite skupove.

Definicija 28 Nekasu R i .S neizrazite binarne relacije na X xY i Y x Z. sup-min kompozicija
relacija je neizraziti skup na X x X sa funkcijom pripadnosti

MR‘S(Z‘)Z) = Sgg min(uR(x,y),us(y,z)) (25)
odnosno
R - S = proj[c(R) Nc(S); X x Z] (26)

Ako su R i S relacije nad kona¢nim ili prebrojivim univerzalnim skupovima, tada govorimo o
max-min kompoziciji.

Postoje razilcite definicije kompozicije relacija, ali najceS¢e su su sup-min i sup-produkt. Opéa
definicija dana je sa pur.s(x, z) = sup(pgr(x,y) - us(y, 2)) gdje - oznacava bilo koju T-normu.
y

Ako je A neizraziti skup, a R binarna relacija, tada je
A- R =projlc(A) N R;Y] (27)

Definicija 29 Ako stavimo B = A - R kaze se da je neizraziti skup B induciran od A preko R,
t].

pp(y) = supmin(pa(z), pr(z,y)) (28)

To je generalizacija ne-neizrazitog pravila pridruzivanja: ako © = a iy = f(z), tada y = f(a) = b.
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5 Binarne relacije

Definicija 30 Neka je R neizrazita relacija na X xY. Tada definiramo domenu

dom(R) = sup ugr(z,y) Vre X (29)
£ * Y
) i rang:
£
g o ran(R) = Z,uR(:E,y) YyeY (30)
5
@ Definicija 31 Inverzna relacija R~! je neizrazita relacija na X x Y defini-
g rana sa pgr-1(y, ) = pr(z,y).
g N Ako je binarna relacija R definirana na X x X tada se kaze da je R:

refleksivna ako je pug(z,z) =1

slabo refleksivna ako je pug(z,z) < pur(z,y)

simetri¢na ako je ugr(z,y) = ur(y, )

antisimetri¢na ako Vx,y € X i # y vrijedi ili pgr(x,y) # pr(y,z) ili
pr(z,y) = pr(y,r) =0

e savrSeno antisimetri¢na ako Vz,y € X vrijedi pr(z,y) > 0 = ur(y,z) =

tranzit.
*
*
*
*
o o o o

refl
*
*
*
*
*

0
R-linearna ili potpuna ako pr(z,y) > 0ili ur(y,z) > 0 (ali ne oboje!)
max-min tranzitivna ako je R- R C R, odnosno Y(z,y,2) € X3 vrijedi

pr (2, z) = min(ug (2, y), pr(y, 2))

Neka su R, S, U, T binarne relacijena X xY,Y x Z, Z x W, Y x Z redom.
Tada vrijede:

asocijativnost: R-(S-U)=(R-95)-U

distributivnost za uniju: R- (SUT)=(R-S)U(R-T)

slaba distributivnost za presjek: R-(SNT) C (R-S)N(R-T) (ne vrijedi
jednakost!)

monotonost: SCT=R-SCR-T

R - R7! je slabo refleksivna i antisimetri¢na na R x R

rel. neizrazitog uredaja

rel. savrSenog neizr. uredaja
potpua (linearna) uredajna rel.
rel. bliskosti (proximity)*?

rel. ekvivalencije

Tablica 5 Neke |
posebne relacije

Neke posebne relacije prikazane su tablici 5.

12 Kad se relacija bliskosti n — 1 puta stavi sama sa sobom u kompoziciju, dobiva se relacija ekvivalencije
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5.1 Separabilnost i neinteraktivnost

va? Definicija 32 n-arna neizrazita restrikcija R(vi,...,v,) je separa-
L bilna ako je R(v;....,v,) = R(v1) X...x R(v,) (gdje je R(v;) projekcija
R na z;), odnosno ako je spoj svojih projekcija. Ili:
R(v2)
R= (1) c(proj[R; X)) (31)
- - i=1..n
| |
' R(U 1) ' v Varijable v; ...v, su neinteraktivne ako je njihova neizrazita restrik-
cija R(v1,...,v,) separabilna. Opéenito vrijedi da je
neinteraktivna
A R(v1,...,v,) C R(v1) X ... x R(vy,) = ﬂ c(proj[R(v1, ..., vn); X))
vo 4 i=1..n
L (32)
R(v)t Neinteraktivnost znaci nepostojanje bilo kakve funkcionalne veze medu
varijablama. Interaktivnost je potrebno razmatrati kad se dana funkcija
Fo ! prosSiruje u smislu principa prosirenja.
Rlo)
interaktivna

5.2 Princip prosirenja

To je temeljni koncept kojim se uvodi neizrazitost u sva podru¢ja matematike. Ideja da varijabla
poprima neku vrijednost zamjenjuje se idejom da varijabla poprima vrijednost sa odredenim stup-
njem pripadnosti.

Definicija 33 Princip prosirenja: Neka je f: X; x ... x X,, = Y,y = f(x1,...,2,). Princip

prosirenja omogudcava definiciju neizrazitog skupa B iz n neizrazitih skupova Aq,..., A, izrazom:
pp(y) = sup  min(ua,(@1),..., 14, (@n)) (33)

y=F(e1, ., Tn)

uz up(y) = 0 ako je f~(y) = 0; up(y) je najveéa vrijednost stupnja pripadnosti od svih n-torki
x; koje se preslikaju u y.

Princip prosirenja se ¢esto koristi u neizrazitoj aritmetici.

6 Neizrazita aritmetika

Neizrazita aritmetika je proSirenje realne aritmetike i moze se definirati na bilo kojem potpuno
uredenom skupu (N, Z, RT...). Neizrazitom broju se pridruzuje lingvisticki termin: neizrazita
aritmetika omogucéava “ra¢unanje rijec¢ima”.

Definicija 34 Oznac¢imo sa R skup svih neizrazitih brojeva nad R, sa * bilo koju binarnu op-
eraciju, te njezino prosirenje sa | x |. A| * |B definiramo funkcojom pripadnosti

fapp(z) = sup min(ua(e), s (y)) (34)

Z=T*Y
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Ukoliko je ¢ unarna operacija, tada princip prosirenja daje
Ho(a)(2) = sup pa(z) (35)
2=o(z)

Neizrazita aritmetika se moze promatrati i kao prosirenje intervalne aritmetike: ra¢una se sa in-
tervalima na svim nivoima pouzdanosti a, o € [0, 1]. Poveéanjem « interval pouzdanosti se ne
povedava. Neka je A neizraziti broj, te A, a-presjek od A (zatvoreni interval u R). Tada vrijedi:

A= Z ahy = Z a[aga), aéa)] (36)

pa se zbroj neizrazitih brojeva, slijedeéi pravila intervalne aritmetike moze definirati kao'3

A+ 1B =3 afay” + 5", a3 + 5] (37)
Ta je definicija identi¢na definiciji pomo¢u principa prosirenja (takoder vrijedi i za ostale operacije).
Primjer 10 Za primjenu su vazni trokutasti i trapezoidni brojevi (A i II funkcije). Neka su
A i B neizraziti brojevi definirani A funkcijama:
0 r <=5
z/3+5/3 —bh<z< =2

—z/3+1/3 —2<z<1
0 xz>1

pa(r) = A(x;—5,2,1) =

te

0 < -3
x/T+3/7 -3<xz<4

pp(z) = Alx; —3,4,12) = —x/8+3/7 4<a<12

0 x> 12
Zatim imamo: o = aga)/3 +5/3 iz cega slijedi aga) = 3 — 5, te takoder a = —aéa)/?) +1/3 iz cega
dobivamo aéa) = —3a + 1. Tako dobivamo i drugu od ovih jednakosti:
[\, a{] = [Ba — 5, -3 + 1]
b{) b5] = [7a — 3, —8a + 12]
Sada ra¢unamo A, + B, = [10a — 8, =11« + 13] te obrnutim postupkom dobivamo da se radi o
trokutastom broju:
0 z< =8
_ L _ J xz/10+8/10 —8<ax<2
Hapep(@) = Mai=8,2.18) =3 7011 i1 o< n <13
0 x> 13

Trokutasti brojevi su zatvoreni s obzirom na zbrajanje i oduzimanje (zbroj i razlika dva trokutasta
broja ostaje trokutasti broj).
7 Neizrazita logika i priblizno zakljucivanje

Klasi¢na logika zna samo za dvije vrijednosti istinitosti: laz (0) i istina (1). Ljudsko znanje je obliko-
vano nepotpuno, nejasno, izrazeno govornim jezikom i oblikovano atributima stepenaste prirode.

13 U intervalnoj aritmetici vrijedi [z, y] + [a,b] = [z + a,y + b]
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Lukasiewicz je uveo viSevrijednosnu logiku sa stupnjevima istinitosti

1 _9
T,=1{0,——, ... 2~ 21}

n—1"""Tn-1
i logicke operatore

p=1—-p
pV q=max(p,q)
p A q=min(p,q)
p— q=min(l,1+q—p)
peqg=1—|p—q

Takvi se logicki sustavi za n > 2 oznacavaju sa L,. Lo je klasi¢na Booleova logika, L., je logika
¢ije su vrijednosti istinitosti [0,1] € @, a L; ¢ini standardnu Lukasiewiczevu logiku [0,1] € R
(izomorfnu teoriji neizrazitih skupova kao §to je Lo izomorfna klasi¢énoj teoriji skupova).

Stupanj pripadnosti pa(x) za x € X neizrazitog skupa A moze se interpretirati kao stupanj pri-
padnosti propozicije “x je element A” u L;. I obrnuto, stupanj istinitosti propozicije “x € P” gdje
je P neizraziti predikat (visok, mlad, skup, vrué...) moZe se interpretirati kao stupanj pripadnosti
pp(x) u neizrazitom skupu koji opisuje svojstvo P.

Neizrazita logika' je prosirenje visevrijednosne logike u kojos su vrijednosti istinitosti jezi¢ne
varijable. Priblizno zakljucivanje'® nije isto §to i to¢no visevrijednosno zakljucivanje. Priblizno
zakljucivanje je izvodenje moguce nepreciznih zakljuc¢aka iz skupa nepreciznih premisa (oponasanje
ljudskog uma).

Dispozicije su propozicije (pretezno istinite) kvantificirane sa rijeci “obi¢no” (implicitna). Opéepoznate
¢injenice™® ¢ine skup dispozicija. Neizrazita logika (dispozicijska logika) su pravila zakljucivanja iz
opcéepoznatih ¢injenica. Temeljne osobine neizrazite logike:

e Poprimanje vrijednosti iz [0, 1], ali iz iz podskupova. (Npr. “vrlo istinit” je podskup intervala
[0,1]).

e Predikati u klasi¢noj logici su “évrsti” (ograniceni na klasi¢ne podskupove). U neizrazitoj logici
predikati mogu biti i neizraziti, npr. “bolestan”, “umoran” itd.

e Visevrijednosne logike imaju samo dva kvantifikatora: svi ili neki. Kvantifikatori u neizrazitoj
logici: “malo”, “pokoji”, “uglavnom”, “puno”, “Cesto”, “povremeno” (neizraziti brojevi).

e Neizrazita logika ima metodu za predstavljanje znacenja klasi¢nih i neizrazitih modifikatora
predikata (“ne”, “vrlo”, “krajnje”, “malo”, “manje”, “vise”...) §to vodi na lingvisticke var-
ijable (vrijednosti rijec¢i iz govornog ili umjetnog jezika).

e U klasi¢noj logici propozicija kvalificiranje p: “istina”, “laz” ili “moguce” ili “izvjesno”. Neizrazi-
ta logika ima tri osnovna oblika kvalificiranja propozicija:

e kvalificiranje istinitosti (skoro istinito, ne bas istinito)
e yjerojatnosna kvalifikacija (malo vjerojatno, vrlo vjerojatno)
e moguénosna kvalifikacija (skoro nemogude, vrlo izvjesno)

14 fuzzy logic
15 approximate reasoning
16 common-sense knowledge
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17
18
19
20
21

7.1 Osnovna pravila zaklju€ivanja u neizrazitoj logici

Premise i zakljucak su u kanonskoj formi: propozicija postavlja ogranic¢enje na vrijednosti varijable,
a zakljuéak je novo ogranicenje izvedeno u postupku zakljuéivanja'”. Kategori¢ka pravila su bez
kvantifikatora. Opcéenitiju klasu ¢ine dispozicijska pravila.

e Princip nasljedivanja:*®* X je A; A C B = X je B. Princip nasljedivanja moze se shvati-
ti kao generalizacija ne neizrazite skupove principa nasljedivanja koji se vrlo ¢esto koristi u
predstavljanju znanja.

Pravilo konjunkcije: X je A; X je B= X je ANDB, gdje je panp = min(pua(z), up(x)),z € U
Pravilo kartezijevog produkta: X je A; Y je B = (X,Y) je A x B gdje je paxp =
min(pa (), ps(y))-

e Pravilo projekcije: (X,Y) je R = X je proj[R; X| gdje je pprojir;x] = sup(ur(z,y))

Yy

e Pravilo kompozicije: X je 4; (X,Y) je R=Y je A-R gdje je A-R definirano kao kompozicija
unarne relacije A sa binarnom R.

e Generalizirani modus ponens: X je A;Y je C ako X je B=Y je A- (mB® C) gdje je ~B
negacija od B, a @ ograni¢ena suma definirana sa pupgco(x,y) = min(1,1 — pg(z) + pe(y)).
Vazno svojstvo generaliziranog modus ponensa koje ne posjeduje klasiéni modus ponens je da
antecedent “X je B” ne mora biti identican premisi “X je A”. Generalizirani modus ponens
moze se smatrati slu¢ajem pravila kompozicije.

7.2 Lingvisticke varijable

Osnovni pojam u pribliznom zaklju¢ivanju je lingvisticka varijabla (vrijednost rijeci ili recenice iz
prirodnog ili umjetnog jezika) (Zadeh). Uvodenje lingvisticke varijable omoguéava priblizan (ali
sustavan) opis i analizu sistema koji su nejasni ili prekompleksni da bi se na njih primijenile
konvencionalne matematicke metode.

Definicija 35 Lingvisticka varijabla je petorka (z,Tz,U, G, M,) gdje je

e x naziv lingvisticke varijable
Tz skup lingvistickih vrijednosti (termina, izraza) koje moze poprimiti lingvisticka varijabla
3319

e U je stvarna fizicka domena u kojoj elementi iz T poprimaju numericke vrijednosti (kontinuiran
ili diskretan)?°
G je skup sintaktickih pravila koji generiraju skup T iz skupa osnovnih termina
M, je semanticka funkcija koja daje (kvantitativno) znacenje (interpretaciju) lingvistickim
izrazima. M, je funkcija koja Va € T pridruzuje neizraziti podskup od U.

Primjer 11 Tako na primjer definiramo lingvisticku varijablu STAROSNA DOB uz vrijed-
nosti VRLO MLAD, MLAD, STAR itd.

Osnovna varijabla®! je numericka varijabla koja poprima vrijednosti u U.

constraint propagation
entailment

term set

universe of discrourse
base variable
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Lingvisticka vrijednost moze biti interpretirana kao labela neizrazite restrikcije na vrijed-
nosti osnovne varijable. (Npr. neizrazita restrikcija definira znacenja topao ili mlad za varijable
starosna dob i temperatura). Znacenje te restrikcije definirano je sa p.

Sintakticko pravilo vezano za lingvisticku varijablu odreduje na koji se na¢in generiraju vrijed-
nosti iz skupa izraza T' (obi¢no se pretpostavlja da su to pravila kontekstno slobodne gramatike).

Semanti¢ko pravilo odreduje na koji se nacin generira znacenje slozenih izraza koji ukljucuju i,
ili, ne te lingvisticke modifikatore (npr. ne vrlo mlad i ne vrlo star).

Znagenja osnovnih izraza (npr. mlad i star) su subjektivna i kontekstno zavisna i ta su znacenja
odredena a priori.
Lingvisticki modifikator?? je operacija koja modificra znacenje izraza (termina, elementa T'),

odnosno pripanog neizrazitog skupa. Ako je A neizraziti skup, a m modifikator, tada m generira
novi neizraziti skup m(A).

Primjer 12 Najces¢i matematicki modeli modifikatora su
e koncentracija: fioon(a)(z) = (pa(z))?

o dilatacija (difuzija): paia)(z) = (pa(x))
e kontrastna intenzifikacija:

i@ = (Y e e =

1/2

Sljededi lingvisticki modifikatori su povezani sa gore spomenutim matematickim operatorima: “vr-
lo(A)”=con(A); “manje ili vise(A)”=dil(A); “vise(A)”"=A12%; “manje(A)”=A%75;
“neznatno(A)”=int[vise(A) & ne(vrlo(A))].

Lingvisticka aproksimacija je nalazenje lingvistickog izraza ¢ije je znacenje (funkcija pripad-
nosti) jednako ili najblize moguée znacenju (ili funkciji pripadnosti) slozenog izraza. Koncept
lingvisticke varijable ulazi u priblizno zaklju¢ivanje kao rezultat oblikovanja istine kao lingvisticke
varijable.

7.3 Priblizno zakljuéivanje
Osnovna razlika od visevrijednosne logike:

e Zakljucak u pribliznom zaklju¢ivanju zavisi od znacenja koje je pridruzeno neizrazitim propozi-
cijama.

e Priblizno zaklju¢ivanje je ra¢unanje s neizrazitim skupovima koji predstavljaju znacenja neizraz-
itih propozicija.

e Priblizno zaklju¢ivanje sluzi za predstavljanje znanja i zakljucivanje kada je znanje izrazeno
prirodnim jezikom.

7.4 Neizrazite propozicije
Atomske propozicije su oblika “Pogreska je negativna-velika”: ima fizicku varijablu “pogreska”

te odredenu wvrijednost “negativna-velika” varijable pogreska. Simboli¢ki zapisujemo “E je NB”.
Opcenito, “X je A” je zapis neizrazite atomske propozicije.

22 Jinguistic hedge, modifier
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24

Znacenje propozicije “E je NB” definirano je neizrazitim skupom NB, tj. njegovom funkcijom
pripadnosti unxpg definiranoj na [—6, 6]. unp definira u kojoj mjeri odredena kvantitativna vrijednost
(obi¢ne) numericke varijable “pogreska” pripada skupu “negativna velika pogreska”. Odredena
numericka vrijednost pridruzuje se varijabli F.?3

Primjer 13 Neka je VA(E) = —3.2. Ako je ung(—3.2) = 0.7, onda je 0.7 stupanj valjanosti
propozicije “E je NB”.

7.5 Neizrazita produkcijska pravila

Ako-onda neizrazita pravila opisuju uzro¢no posljedi¢nu vezu izmedu varijabli (npr. stanja procesa
i upravljackih varijabli) i oblika su: “AKO (neizrazita propozicijal) ONDA (neizrazita propozici-
ja2)”. Obje neizrazite propozicije mogu biti atomske ili slozene.

Primjer 14 Neka je dana jezi¢na varijabla X na univerzalnom skupu U s vrijednostima Tx =
{Z,S, M, B} i neka je dana druga jezi¢na varijabla ¥ na univerzalnom skupu V' s vrijednostima
Ty ={Z,S,M, B}. Neka su dane interpretacije jezi¢nih vrijednosti funkcijama pripadnosti.
Pretpostavimo da postoji dana funkcionalna zavisnost f izmedu diskretnih vrijednosti z i diskretnih
vrijednosti y. Ta zavisnost nije kauzalne prirode, ona je dvosmjerna:*

Ako je dana vrijednost x tada je y = f(x)
Ako je dana vrijednost y tada je x = f~1(y)
Analiticku funkciju mozemo aproksimirati:

Ako x je Z tada y je Z
Ako x je S tada y je S
Ako z je M tada y je M
Ako z je B tada y je B

Ova pravila eksplicitno daju kako se ra¢unaju vrijednosti y za dane vrijednosti z. Ako su dane
vrijednosti ¥, ne mogu se odrediti vrijednosti z. Uzro¢nost je samo u smjeru x prema y.

7.6 Predstavljanje znatenja ako-onda pravila

Veliki broj relacija moze se koristiti za predstavljanje znacenja ako-onda pravila. Veéina je izvedena
iz viSevrijednosne logike. Implikacija p = ¢ je u binarnoj logici dana s =pV ¢ ili (p A q) V —p. Za
prosirenje na neizrazitu logiku koriste se ograni¢ena suma (za prvi slucaj) ili max i min (za drugi
slucaj), tj. vrijednost implikacije p = ¢ interpretira se kao min(1,1—p+¢) ili max(min(p, q),1—q)
respektivno.
Primjer 15 Ako (X je A) onda (Y je B). Znacenja (X je A) i (Y je B) dana su sa
pa=01/z1+04/29+0.7/25+1/24
Up = 0.2/y1 +0.5/y2 + 0.9/y3

“Ako A onda B” interpretira se kao “ne A ili B” gdje je ili operacija maz, a ne x operacija 1 — x.
Dakle,

H-AvVB = maX(MC(A“) ({E7 y>7 He(B) ($7 y)) = max(l — Hc(A) (.’IJ, y)7 He(B) (.’L’, y))

variable assignment
bidirectional
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Yy Y2 Y3 Yy Y2 Y3 Yy Y2 Y3

z;y (0.9 09 09 z1 (0.2 0.5 09 z1 (09 09 09
zo | 0.6 0.6 0.6 U 2102 05 09] 22106 06 09
z3 | 0.3 0.3 0.3 z3 |02 05 09)] 23]03 05 0.9
Ty 0 0 0 x4 \0.2 0.5 09 zq4 \0.2 0.5 09
c(Ac) c(B) c(Ac)Uc(B)
Yy Y2 Y3

T T2 r3 X4 T 0.9 09 0.9

22106 06 09|
(0.1 04 07 1) 2| 03 05 09 =(04 05 09)
A x4 \02 05 09 B

R
Treba uociti da kompozicija A i R ne daje B. To je pojava kod svih definicija implikacije i zove se
intereakcija.
Neke implikacije:
e Kleene-Diens implikacija:
Ry = c(A°)Uc(B)
pr(,y) = max(l — pa(z), ps(y))
e Lukasiewiczeva implikacija (iz binarne logike: —p V ¢):
R, = ¢(A) @ o(B)
pr(z,y) = min(1,1—pa(z) + pp(y))
Vrijedi Ry C Ry, tj. ur,(x,y) < pr,(z,y), tj. Ry je jaca implikacija. Vidi primjer 16.
e Zadehova implikacija (iz binarne logike: (p A ¢) V —p).
R=(c(A)Nc(B))Uc(A)
pr (2, y) = max(min(pa(z), pp(y)), 1 — pa(z))
e Godelova implikacija je najpoznatija u viSevrijednosnoj logici. Vrijednosti istinitosti p = ¢
definirane su sa:

_J1 zap<ygq
U(p7 Q) - {q inaée

(vidi primjer 17).
e Mamdani implikacija (p = ¢ = p A q) je najvaznija implikacija u neizrazitom upravljanju:

Ry, = (c(A) Ne(B))
pr(z,y) = min(pa(z), ps(y))

(vidi primjer 18).

Primjer 16 Lukasiewiczeva implikacija:
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Primjer 17

Primjer 18

Y Y2 Y3 Yyr Y2 Y3 Yy Y2 Y3
z; 0.9 0.9 09 rz1 (0.2 05 09 T 1 1 1
zo | 0.6 0.6 0.6 U %2 0.2 0.5 0.9 zo [ 0.8 1 1
z3 | 0.3 0.3 0.3 zz | 0.2 05 09 zz3 | 0.5 0.8 1
Ty 0 0 0 zq4 \0.2 05 09 zqg \0.2 05 1
c(Ac) c(B) c(Ac)Uc(B)
Godelova implikacija:
Yyr Y2 Y3
T1 1 1 1
o | 0.2 1 1
zz3| 0.2 05 1
rq4 \0.2 05 09
Mamdanijeva implikacija:
Y Y2 Y3 Yyr Y2 Y3 Y Y2 Y3
z; (0.1 0.1 0.1 1 (0.2 05 09 z; (0.1 0.1 0.1
zo | 0.4 04 04 U %2 0.2 0.5 0.9 o | 0.2 04 04
z3 | 0.7 0.7 0.7 zz | 0.2 05 09 zz | 0.2 0.5 0.7
Ty 1 1 1 rq4 \0.2 05 09 zq4 \0.2 05 09
c(A) c(B) c(A)Uc(B)
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