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1. Uvod

Ovaj dokument opisuje impementaciju Floyd—Warshall algoritma za trazenje najkra¢eg puta
izmedu vrhova grafa. Floyd—Warshallov algoritam racuna najkraci put za sve parove vrhova.

1.1. Teorija grafova

U matematici graf je uredeni par G=(V, E) gdjeje

V konagan skup vrhova, |V |=v

E kona&an skup bridova, |E|=e

Za neusmjerene grafove skup E je skup dvoc€lanih skupova sa elementimais J , dok je

za usmjerene grafove skup E skup uredenih parova, odnosno

Primjer:

V={1,2,3,4]

1
E={[1,2},{1,3},{2,4},{3,4]} zaneusmjereni graf, ili
E={(1,2),(1,3),(2,4),(3,4)] za usmjereni graf

ECV XV

Ako je bridovima grafa (G dodjeljena teZina, odnosno ako postoji funkcija w:E—IR
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kazemo da je graf (G tezinski. NetezZinski grafovi mogu se smatrati tezinskim pri éemu svi
bridovi imaju istu trZinu, npr. 1.

1.2. Grafovi kao strukture podataka

Postoji nekoliko nacina reprezentacije grafova. Odabir strukture podataka za reprezentaciju
grafova ovisi o strukturi samog grafa i algoritmima koji se koriste za manipulaciju grafom.
Opcenito moZemo razlikovati reprezentaciju grafa uz pomo¢ matrica i reprezentaciju grafa uz
pomo¢ listi. Prednosti matriCne reprezentacje grafova su jednostavnost i konstantno vrijeme
potrebno za ispitivanje dali brid e(l', j) postoji u grafu. Nedostatak matri¢ne reprezentacije

je §to zauzima O(nz) prostora bez obzira na broj bridova $to kod grafova koji imaju

relativno velik broj vrhova u odnosu na broj brodova moZe biti neefikasno. S druge strane
reprezentacije uz pomoc listi zauzima manje mjesta ali je implementacija sloZenija i ispitivanje
postoji li odredeni brid ima slZenost O(di) gdieje d, stupanj brida i.

2. Floyd-Warshall algoritam

Floydov-Warshallov algoritam ra¢una najkraci put izmedu svih parova vrhova u grafu. Floyd-
Warshallov algoritam radi na matri¢noj reprezentaciji grafa, tocnije na matrici susjednosti.

2.1. Ideja

Naka su vrhovi usmjerenog grafa G , V={1,2,3,...,n| inekaje [1,2,..., k|
podskupod V zaneki &k

Za bilo koji par vrhova i, j€J razmatramo sve puteveod i do ; koje koji mozemo
povuci koristeci vrhove iz {1,2,..., k} ,neka je p najkraci put medu njima.

Tada vrijede sljedece tvrdnje:

Ako k nijeu p ,tadaje najkraciputizmedu i i ; koji prolazi kroz vrhove iz skupa
[1,2,..., k—1} ujedno i najkraci put koji prolazi kroz vrhove iz skupa {1,2,..., k}

Akoje k u p tada p moZmo podielitina pl/ i p2 gdieje pl najkraéiputod
i do k kojiprolazivrhovima iz skupa [1,2,...,k—1} i p2 najkraéiputod k do
j koji prolazi vrhovima iz skupa  1,2,..., k—1

Floyd-Warshall algoritam koristi vezu izmedu puta p inajkracegputaod i do ; Kkoji
prolazi kroz vrhove  {1,2,...,k—1} . Veza ovisi o tome da li p prolazikroz £k iline.
2.2. Opis Floyd-Warshall algoritma
Nekaje A, matricatipa nXn gdieje A,|i,j| teZinanajkraéegputaod ;i do
j koja prolazi kroz vrhove <k . Tada definiramo
tezina brida odido j za i#jAi, j)EE
Ao[i,j]z o0 za i#jA(i, j)EE
0 za i=j
Razmatramo najkraéiput p od i do j kojiprolazivrhovima 1..k .Tadazaput
p vrijedi jedna od tvrdnji:

+ put p neprolazikroz k iutom slugaju teZina puta jednakaje A,_,[i, j]
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« put p prolazikroz f iutom slucaju tezina puta jednaka je
Apali b+ 4,0k, ]

Dakle slijedi
Ak[i:j]:min(Ak—l[i:j]:Ak—l[i:k]"'Ak—l[k:j])

Grafiki to mozemo prikazati kao

k—1

Vazno je primjetiti da svaki elementu A, ovisi o vrijednostima uretku &k istupcu k u
A,_, .Drugo vazno svojstvo je da su vrijednosti elemenata u retku k£ istupcu £k u
A, jednake jednake onimau A, , . Sto se mozZe lako pokazati

Zaredak k& imamo

ANk, jl=min{d, |k, j|, 4, [k, k]+4, [k, ]l
=min{A,_|lk,j|,0+A4, |k, jl|

:Akq[kr ]]
Za stupac k imamo
A i kl=min{A, \[i k], A \[i K]+ 4, [k, k)
Zmin{Ak,l[i, k], Akfl[i: k]+0]
=A, ,|i k|

Iz gore navedenog svojstva proizlazi da nam je dovoljna samo jedna matrica odnosno niz.

2.3. Primjer
G={V, E|

Nekaje V' =(1,2,3,4,5] usmjereni, teZinski graf kao na slici
E={(1,2),(1,3),(2,4),(3,5),(5,1)}

Floyd - Warshallov algoritam - draft Str. 3/7



Sveudiliste u Splitu, Odjel za struéne studije Strukture podataka i algoritmi

e
1,\5

//'

Tada bi traZenje najkraceg puta izmedu svih parova vrhova izgledalo kao na slici.
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3. Implementacija

3.1. Reprezentacija grafa

Floyd-Warshallov algoritam radi na matri¢noj reprezentaciji grafa, to¢nije na matrici
susjednosti. Takder potrebna nam je informacija o tezini svakog brida. Ako su dva vrha
spojena sa vise bridova spremamo informaciju o bridu najmanje tezine.

3.1.1. Inicijalizacija grafa

Funkcija za inicijalizaciju grafamogla bi izgledati ovako

3.1.2. Dodavanje bridova

Dodavanje bridova kod reprezentacije grafa matricom susjednosti je vrlo jednostavno.
Funkcija za dodavanje brodova mogla bi se implementirati na sljedeci nacin

int
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assert (start < graph->nvertices && end < graph->nvertices);
if (start >= graph->nvertices || end >= graph->nvertices)
return (GRAPH ERROR INVALID PARAM) ;

graph->vertices[start] [end] += 1;
if (weight < graph->weights[start] [end])
graph->weights[start] [end] = weight;

return (0);

3.2. Floyd—-Warshall algoritam

Uz gore pokazano svojstvo da su vrijednosti elemenata u retku k& istupcu &k u A4,

jednake jednake onimau A,_, Floyd-Warshall algoritam moZemo vrlo jednostavno
implementirati.

3.2.1. Inicijalizacija A4,

Matricu 4, moramo inicijalizirati tako da je Ao[i, j] jednak tezini brida, ili nekom

ekvivalentu beskonacnosti ako takav brid ne postoji. Kod za inicijalizaciju matrice A4,
mogao bi izgledati ovako

for (i = 0; i < n; i++)
{
for (3 = 0; J < n; Jj++)
weights[i]1[J] = (1 == 3j) 2 0 : g->weights[i][]];

3.2.2. Raéunanje A,

for (k = 0; k < n; k++)
( for (i = 0; i < n; i++)
( for (J = 0; j < n; J++)
{ if (weights[i][k] + weights[k][j] < weights[i][]j])
weights[i] [j] = weights[i] [k] + weights([k][j];

3.3. Ispis najkraéeg puta

Kao i Dijkstrin algoritam, Floyd—Warshallov algoritam ne ispisuje najkraci put ve¢ samo
racuna duzinu puta za sve parove vrhova. Da bismo mogli ispisati najkraci put uvodimo jos
jednu matricu u koju upisujemo:

for (k = 0; k < n; k++)
{ for (i = 0; i < n; i++)
: for (J = 0; j < n; j++)
( if (weights[i][k] + weights[k][j] < weights[i][]])
( weights[i] [j] = weights[i] [k] + weights[k][]j];
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Nakon izvrS§avanja pathsfi, j] sadrzi vrh na najkracem putu od j do j. Najkrac¢i put tada mozemo
ispisati

3.4. SloZenost

Floyd-Warshallov algoritam ima sloZenost 0(n3) . Striktno gledano takva sloZzenost nije

bolja od slozenosti Dijkstrainog algoritma izvrSenog n puta ali su unutarnje petlje vrlo brze tako
da je u praksi ovaj algoritam puno brzi.
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